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摘  要：本文利用了四阶 Runge-Kutta 法计算出悬链线方程，同时考虑计算离散

情况下的悬链线方程，即铁链，利用二阶牛顿法解决了二元方程的根最终求得其

方程。最后利用蒙特卡罗算法尝试解决悬链线问题，证实了蒙特卡罗方法用于解

决変分问题的可行性。 
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（一） 引言 

 

悬链线，catenary，是一个古老的难题。这个问题当年伽利略曾经考虑过，

在之后牛顿给出了解答。问题是这样的，一条柔软的重绳索，两端固定在同一高

度，挂在墙上， 请问这条绳索的形状是怎样的。如图所示： 

这条曲线是一条双曲余弦, y =
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
 这个问题其实是一个标准的变分问题，

就跟最速降线一样。这个问题可以重新表述为，给定 y(0) =y(a) =0,求解一条

曲线 y=y(x),使得系统的总能量最小。 

最小旋转曲面也是类似的问题：给定一条曲线 y = f(x) ，让这条曲线绕着

x轴旋转一周，求一条这样的曲线，使得得到的旋转曲面的表面积最小。 

 

（二） 算法思路 

 

1.悬链线方程计算（边界值问题） 

已知E = ∫ 𝜆y√1 + 𝑦′2𝑑𝑥
𝑏

𝑎
（λ为线密度），根据欧拉-拉格朗日方程，使得

这个积分取得的机智必须满足
d

dx

𝜕𝐿

𝜕𝑦′
−

𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 0，L = y√1 + y′2，化简后得到微分

方程1 + y′2 = 𝑦𝑦′′，其中 y(0)=y(a)=0，是一个边界值问题。 

对于边界值问题，我们可以先设其初值 y(0)=0 和 y’(0)=𝑢0，然后利用四阶

Runge-Kutta 法计算出两个试探解。然后将两个解线性相加则可以求得悬链线方

程。代码如下： 



 

（利用四阶 Runge-Kutta 计算试探解） 

 

（主函数） 

2.铁链方程模拟 

现在我要考虑的问题是一个离散的悬链线问题。我要计算的不再是一条连续

的均匀的重绳索自然下垂的形状，而是一条铁链的下垂形状。铁链跟绳索显然不



一样，因为铁链是一段一段的，而绳索是连续而均匀的。假设铁链的每一小段之

间没有摩擦，那么现在问题同样可以归结为计算铁链在重力场中的极小势能。 

假设一根铁链长度为 L，由 N 个小段刚杆组成，每一小段杆长度为△，计算这根

铁链在自由悬挂时的形状。根据假设，则有L = N∆. 铁链悬挂在 A 点和 B 点，A

点坐标为(0, 0)， B 点坐标为(a, 0)，0<a<L，于是铁链可以用 N+1 个点的坐标来

描述。 

 

于是可以得到第 i 个点的坐标为： 

 
因为第 N 个点的坐标限制为(a, 0)，所以得到两个限制条件： 

 

然后算出没小段的势能（假设质心在杆的中点）： 

 

把所有杆势能求和便得到了总势能： 



 

我们有两个约束条件，引入拉格朗日乘子𝜖1，𝜖2，得： 

 

求极小值得： 

 

计算可得平衡后每一小段杆的平衡角度： 

 

 

代入约束条件计算得两个方程： 

 
利用二阶的牛顿法可求解这个方程： 



 

求出α和β即可求出所有杆的平衡角度，即可算出所有节点的坐标。 

代码如下： 

 
 

3.蒙特卡罗模拟 

和离散模型类似，我们可以利用“系统能量最低”这一条件进行蒙特卡罗

模拟。为了使铁链的两端点固定，每一小段定长的杆与水平线所形成的角度与

上一个小段杆与水平线形成的角度有关。为了化简算法，我们可以利用对称性。

考虑一半的铁链的角度就可以考虑到整个模型的能量。不过该模型每一小段杆

之间有很强的限制关系，当段数 N 足够大的时候情况会十分复杂导致算法冗长

繁琐。这里我们可以从简单入手，考虑 N=4 的情况。 

首先我们将这条铁链初始化，根据对称性，我们可以将它初始化成如下图

所示的结构： 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

然后我们随机生成一个数 i 作为杆 AC 与水平线所成的变换过后的角度θ’。为

了满足最终所构成的形状还是一个闭合图形，其余的杆的角度也应该有相应的

变化，该变化由函数 Change_theta 给出。然后可以算出所有变换过后的节点的

坐标。可以根据 

    

分别算出变换前后的系统总能量，将其相减即可算出能量变化 dE。若该变化使

得 dE 大于 0，接受更改方案；若 dE 小于 0，则产生一个 0~1 之间的随机概率 p，

如果e
𝑑E
𝑇 > 𝑝则接受更改方案；否则不更改方案。重复上述步骤，最后用得到的

角度可以算出所有节点的坐标。 

程序如下： 

A B 

θ 

C 

D 

E 



 



（三） 结果展示与分析 

1.连续悬链线：（端点坐标为（0，0）和（1，0）） 

程序运行结果如图所示 

 

这是边界值问题解出的悬链线方程。 

2.离散情况（铁链）：（端点坐标为（0，0）和（1，0），铁链总长度为 2） 

 

可以观察到，当 N=20 时，铁链和均匀绳子的平衡态构型没有太大差别了，由此

可推知，继续增大 N 的数目可无限趋近于均匀悬链线构型。 



3.蒙特卡罗模拟离散情况（当 N=4 时）：（端点坐标为（0，0）和（1，0），铁链总长

度为 2） 

 
可以看出此时有较大的误差，不过当我们把 exp(de/T)*RAND_MAX>rand()命令注

释掉之后运行得到的结果误差就小了许多： 

 



黑线为蒙特卡罗模拟结果，可以看出和理论值算出的结果相差不大，证实了用蒙

特卡罗计算悬链线的可行性。 

 

（四） 结论 

 

离散情况下使用二阶牛顿法求解二元方程时，其优点是只需要迭代五次左右

便可以得到方程解，运算效率高，但需要注意的是缺点是，它的初始值的选择对

最终结果有很大的影响，较小的误差可能导致运算结果发散。 

运用蒙特卡罗方法计算时，可以发现该问题计算量过小，限制条件多，并不

能完全体现该方法的优势。对于随机性更强的模型，蒙特卡罗方法将有更好的发

挥空间。 
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