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摘要 本选题来自 2019 年 IYPT（国际青年物理学家竞赛）赛题的第 15 题。作者使用动力学

模拟的方法，关于牛顿摆的行为进行研究。得到了较为详细的牛顿摆的运动状态。并且进一

步研究得到了牛顿摆的形成条件与摆球材料之间的关系。
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1.研究背景

牛顿摆是一个19世纪60年代发明的桌

面演示装置，五个质量相同的球体由吊绳固

定，彼此紧密排列。当拉起最左边一个摆球

并放下后，经过球与球之间的撞击，最右边

的摆球会摆起。最右边的球落下后，又会经

过撞击使最左边的球开始摆动。如此循环。

在人们的印象中，牛顿摆始终存在于一

个理想情况下。即只有两端的摆球会发生运

动，而中间的摆球丝毫不动。而在实验中，

我们很容易观察到中间的摆球的运动，还有

牛顿摆会因为能量损失而逐渐停止的现象。

图表 1 ：一个由 5 个球构成的牛顿摆

2.问题分析

对于任意一个小球，考虑单摆模型，即

它偏离平衡位置时，会受到恢复力 F1=g/l*

Δx。

考虑相邻的两个小球，它们具有相同的

质量 m和半径 r，当它们发生撞击时，存在

重叠的长度ξ。两球之间的作用力 F2 = k ×
ξ�。k是弹力系数，α可以取 1.5。根据赫

兹接触公式， k则与摆球材料的杨氏模量、

泊松比等物理量有关。K 可以写成如下形式

k = 2��
�th��2�

。其中，E是材料的杨氏模量，B

是材料的泊松比。我们可以定性地看出，在

小球直径一定去情况下，弹性系数与杨氏模

量成正比，同时，泊松比越大

除此之外，我们还需要考虑系统能量的

损耗。系统能量的损耗有两种途径，一种是

空气阻力，另外一种是碰撞时产生的能量损

耗，碰撞产生的能量损耗与重叠长度ξ有关。

关于空气阻力，我们选择阻力大小和速度成

线性相关。

所以，考虑小球受的三种力，小球总的

动力学方程可写为

mx� = ���th�
� − ���th��

� �
h
�
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在接下来的工作中，我们就使用上述关

系对牛顿摆建模。

3.物理模型的建立

3.1 模型假设

考虑牛顿摆摆球的数量 n=5,摆长 l=1，

本地重力加速度 g=9.8，小球半径 0.05 米。

在与题目情景相似的物理条件下，假设

温度为 20℃，小球速率 1 米/秒。经计算得

到，空气阻力仅为 3.4×10
-5
N。因为在牛顿

摆中，摆球摆起的角度不会超过 90 度，所

以摆球的速度不可能很大。即当摆球的密度

取常见固体材料的密度值时，空气阻力与其

它力相比太小，可以忽略。因此，我们可以

得到结论：空气阻力不是系统动能减小的主

要原因。

所以，在之后的可以步骤中，一般情况

下，我们将不再考虑空气阻力的影响。

3.2 参数的确定



接下来，我们需要估计弹性系数 k 的大

小。通过查表我们可知，常见金属材料的杨

氏模量大小的数量级大概在h�hhN/m2量级。

在乘以与摆球半径有关的因子 2�后，k 的

数量级可以被确定在h�hhN/mh�。

对于常见材料，k 的数量级过于巨大，

在这个巨大数量级之下，由于算法不够精确，

程序运行的结果很不好。

所以我们选择在较低的数量级下运行

这个程序，定性地观察 k 取值的大小与牛顿

摆运动状态的关系，并且将这个关系推广到

更高的数量级之上。

4.编程实现

4.1 建立摆球类

建立一个摆球结构体，将摆球的各项参

数作为摆球类的成员变量。结构体的成员变

量包括摆球的半径 r、平衡位置 x0、球心的

位置 x、球心的速度 v。

4.2 摆球位置的初始化

这一步的目的在于将摆球以2r的间距，

等密度地排放在一个一维空间内。同时设定

每个摆球的初始位置，使在其后的操作中，

摆球受一个和其偏离初始位置的长度成正

比的一个恢复力。

4.3 动力学模拟函数

在此程序中，我们假设初始能量不为零

的摆球只有一个，同时摆球的初始速度为零

而初始位置不是初始需要。此初始设定已经

可以满足此动力学模拟的需要。由于这个程

序的可扩展性较强，所以当有相关需要时，

只需要做简单的修改就可以实现改变初始

球数量、改变初始位置和速度等需求。

这个函数的输入端需要输入三个参数，

分别是所需要进行模拟的一个摆球类数组 b、

这个数组中包含的摆球数量 n、和第一个球

的初始位置。

在这个程序中，我们用二阶龙格库塔方

法对系统进行动力学模拟。由于碰撞弹力项

的形式较为复杂，所以在第二阶中，我们只

考虑摆球偏离平衡位置的恢复力的贡献。同

时，在程序中，我们也不考虑摆球碰撞时能

量的损失。

5.结果与讨论

5.1 当 k 值较小时的结果

图表 2 描述了当材料的弹性模量较小

（k=2000）时，动力学模拟所得到的结果。

可以看出，在这种情况下，在一个较短的时

间范围内，摆球的运动十分杂乱无章。

我们可以试着去分析摆球运动的这种

混乱性。注意到，当摆球 1 至摆球 4第一次

被撞击后，运动状态存在着一定的有序性。

即四个摆球振动的频率和幅度都大体相同，

只有相位存在较大差异。而在之后的运动中，

相位的差异由于后续的撞击而产生更大的

差异。而后续更大的差异，不仅包括相位上

的差异，还包括幅度上的差异。

如果我们不加任何阻力，任由这个系统

演化下去，我们也许可以观察到这个系统是

一个混沌系统。

同时，我们可以产生这样一个猜想：若

摆球的杨氏模量增大使 k增大，那么前四个

小球在第一次撞击之后的相位差就好减小，

从而提高牛顿摆系统的稳定性。

5.2 当 k 值较大时的结果
图表 3（见下页）描述了当材料的弹性

模量较大（k=500000）时，动力学模拟所得

到的结果。

可以看到，相比与 k=2000 时，在这种

情况下，边上两个球的振动幅度已经稳定，

而中间三个球的运动存在的相位差已经很

小，并且随时间的增加，完成碰撞后的小球

更倾向以一个固定的运动模式进行运动。图

中随时间增加，边缘小球运动的幅度开始增

图表 2 在程序中取 k=2000 的结果



大。算法的不精确导致的误差开始显现。

5.3 结果分析

从以上结果可以看出，如果想要一个牛

顿摆正常工作，那么我们在制造摆球时需要

使用弹性模量较大的材料。

如果使用的材料的弹性模量不够大，那

么振动的传播速度就会很慢，造成不同摆球

运动的相位差，从而使运动变得混乱，增大

能量的损耗。

在上述结果中，我们还可以看到，中间

的球并不是完全不动。在牛顿摆中，不是所

有能量都传递给了两边的球，中间是摆球也

具有一定的能量。

而在实际生活中，我们所看到的牛顿摆

的摆球多是由较硬的实心金属球制成，而不

会由塑料或者橡胶制成。这也与我们通过上

述计算得到的结果相符。
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图表 3 在程序中取 k=6000000 的结果


