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摘要：本文运用 Verlet 算法【1】的数值计算方法模拟了目前仍无法解析求解的三

体系统，包括经典三体系统和限制性三体系统，其中模拟的日月地系统与实际情

况符合得很好，同时也模拟了 3 种运动状态稳定的三体系统。本文还通过对数值

计算所得出数据的定性分析，探讨了算法精度对结果的原则上不可除去的影响与

系统中的质点所具有的大幅度振荡特性，得出了三体系统是混沌系统的结论。 
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三体问题是指三个质量、初始位置和初始速度都是任意的可视为质点的天体，

在相互之间万有引力的作用下的运动规律问题。三体问题是希尔伯特于 1900 年

提出的 N 体问题的特例。在一般三体问题中，每一个天体在其他两个天体的万

有引力作用下的运动方程都可以表示成 3 个二阶的常微分方程，或 6 个一阶的常

微分方程。因此，一般三体问题的运动方程为十八阶方程，必须得到 18 个积分

才能得到完全解。虽然从理论上可以证明三体问题属于决定论问题，但要想得到

通解表达式，通过降维的方法意味着我们需要 18 个不变量条件，然而目前只有

10 个（质心方程 3 个，动量守恒方程 3 个，角动量守恒方程 3 个，能量守恒方

程 1 个），所以说在解析上还远远解决不了三体问题。【2】但我们可以从计算机模

拟和数值计算的方法来得到一些启示性的和重要的结论。 

 

 

 

1 原理与算法 

1.1 原理 

此文中只考虑二维平面的三体问题，设质量分别为𝑚𝑎 ,𝑚𝑏 ,𝑚𝑐的三个圆

球（当做质点，标号为𝑎, 𝑏, 𝑐）处于平面π上，它们的位矢分别 𝒓𝒂 ,𝒓𝒃 ,𝒓𝒄，速

度分别为𝒗𝒂 ,𝒗𝒃 ,𝒗𝒄，它们之间的万有引力分别为𝑭𝒂𝒃 , 𝑭𝒃𝒄 , 𝑭𝒄𝒂 ,𝑭𝒃𝒂 , 𝑭𝒄𝒃 ,𝑭𝒂𝒄 (注

意𝑭𝒂𝒃指质点𝑎受到质点𝑏的力，以此类推)。示意图如图 1 所示    



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

图中𝑃，𝒓𝑷代表该系统的质心与质心位矢，相应的𝑚𝑃，𝒗𝑷表示质心的质量与速

度。由牛顿万有引力定律和第二定律有如下关系： 

𝑚𝑎𝒓�̈� = 𝑭𝒂𝒃 + 𝑭𝒂𝒄 = 𝐺
𝑚𝑎𝑚𝑏

|𝒓𝒃 − 𝒓𝒂|𝟑
(𝒓𝒃 − 𝒓𝒂) + 𝐺

𝑚𝑎𝑚𝑐

|𝒓𝒄 − 𝒓𝒂|𝟑
(𝒓𝒄 − 𝒓𝒂) 

𝑚𝑏𝒓�̈� = 𝑭𝒃𝒂 + 𝑭𝒃𝒄 = 𝐺
𝑚𝑏𝑚𝑎

|𝒓𝒂 − 𝒓𝒃|𝟑
(𝒓𝒂 − 𝒓𝒃) + 𝐺

𝑚𝑏𝑚𝑐

|𝒓𝒄 − 𝒓𝒃|𝟑
(𝒓𝒄 − 𝒓𝒃) 

𝑚𝑐𝒓�̈� = 𝑭𝒄𝒂 + 𝑭𝒄𝒃 = 𝐺
𝑚𝑐𝑚𝑎

|𝒓𝒂 − 𝒓𝒄|𝟑
(𝒓𝒂 − 𝒓𝒄) + 𝐺

𝑚𝑐𝑚𝑏

|𝒓𝒃 − 𝒓𝒄|𝟑
(𝒓𝒃 − 𝒓𝒄) 

                                                             …………(1) 

式中𝒓�̈�，𝒓�̈�，𝒓�̈�分别代表𝑎, 𝑏, 𝑐的加速度，𝐺为万有引力常数。 

 

1.2  Verlet 算法 

为使编程的方便，引入直角坐标系与正交单位向量𝒊, 𝒋。则𝑎, 𝑏, 𝑐三质点的坐

标分别为(𝑥𝑎 ,𝑦𝑎),( 𝑥𝑏 ,𝑦𝑏),( 𝑥𝑐 ,𝑦𝑐)，速度在坐标系下分解表示为

(𝑣𝑥𝑎 ,𝑣𝑦𝑎),( 𝑣𝑥𝑏 ,𝑣𝑦𝑏),( 𝑣𝑥𝑐 ,𝑣𝑦𝑐)，易得以下关系： 

𝒓𝒃 − 𝒓𝒂 = (𝑥𝑏 − 𝑥𝑎 ,𝑦𝑏 − 𝑦𝑎) 

𝒓𝒄 − 𝒓𝒃 = (𝑥𝑐 − 𝑥𝑏 ,𝑦𝑐 − 𝑦𝑏) 

𝒓𝒄 − 𝒓𝒂 = (𝑥𝑐 − 𝑥𝑎 ,𝑦𝑐 − 𝑦𝑎) 

                                                             ……..…(2) 

同样力也可在坐标系下分解： 

𝑭𝒂𝒃 = 𝐺
𝑚𝑎𝑚𝑏

|𝒓𝒃 − 𝒓𝒂|𝟑
𝒊 · (𝒓𝒃 − 𝒓𝒂)𝒊 + 𝐺

𝑚𝑎𝑚𝑏

|𝒓𝒃 − 𝒓𝒂|𝟑
𝒋 · (𝒓𝒃 − 𝒓𝒂)𝒋 

𝑭𝒃𝒄 = 𝐺
𝑚𝑏𝑚𝑐

|𝒓𝒄 − 𝒓𝒃|𝟑
𝒊 · (𝒓𝒄 − 𝒓𝒃)𝒊 + 𝐺

𝑚𝑏𝑚𝑐

|𝒓𝒄 − 𝒓𝒃|𝟑
𝒋 · (𝒓𝒄 − 𝒓𝒃)𝒋 

𝑭𝒄𝒂 = 𝐺
𝑚𝑐𝑚𝑎

|𝒓𝒄 − 𝒓𝒂|𝟑
𝒊 · (𝒓𝒄 − 𝒓𝒂)𝒊 + 𝐺

𝑚𝑐𝑚𝑎

|𝒓𝒄 − 𝒓𝒂|𝟑
𝒋 · (𝒓𝒄 − 𝒓𝒂)𝒋 

                                                             ………..(3) 

将式(2)(3)代入式(1)中整理并取𝐺 = 1有： 

𝒓𝒄 

𝑃 

c 

𝑭𝒃𝒄  

𝒓𝑷 

𝑏 

𝑎 𝒗𝒂 

O 

图 1，三体问题示意图 
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𝑥�̈� =
𝑚𝑏

|𝒓𝒃 − 𝒓𝒂|𝟑
𝒊 · (𝒓𝒃 − 𝒓𝒂) +

𝑚𝑐

|𝒓𝒄 − 𝒓𝒂|𝟑
𝒊 · (𝒓𝒄 − 𝒓𝒂) 

𝑦�̈� =
𝑚𝑏

|𝒓𝒃 − 𝒓𝒂|𝟑
𝒋 · (𝒓𝒃 − 𝒓𝒂) +

𝑚𝑐

|𝒓𝒄 − 𝒓𝒂|𝟑
𝒋 · (𝒓𝒄 − 𝒓𝒂) 

𝑥�̈� =
𝑚𝑎

|𝒓𝒂 − 𝒓𝒃|𝟑
𝒊 · (𝒓𝒂 − 𝒓𝒃) +

𝑚𝑐

|𝒓𝒄 − 𝒓𝒃|𝟑
𝒊 · (𝒓𝒄 − 𝒓𝒃) 

𝑦�̈� =
𝑚𝑏

|𝒓𝒂 − 𝒓𝒃|𝟑
𝒋 · (𝒓𝒂 − 𝒓𝒃) +

𝑚𝑐

|𝒓𝒄 − 𝒓𝒃|𝟑
𝒋 · (𝒓𝒄 − 𝒓𝒃) 

𝑥�̈� =
𝑚𝑏

|𝒓𝒃 − 𝒓𝒄|𝟑
𝒊 · (𝒓𝒃 − 𝒓𝒄) +

𝑚𝑎

|𝒓𝒂 − 𝒓𝒄|𝟑
𝒊 · (𝒓𝒂 − 𝒓𝒄) 

𝑦�̈� =
𝑚𝑏

|𝒓𝒃 − 𝒓𝒄|𝟑
𝒋 · (𝒓𝒃 − 𝒓𝒄) +

𝑚𝑎

|𝒓𝒂 − 𝒓𝒄|𝟑
𝒋 · (𝒓𝒂 − 𝒓𝒄) 

                                                            ……….(4) 
𝑥�̈�表示𝑥𝑎对时间 t 求两阶导数，以此类推。 

给定某时刻𝑡𝑘的各质点的位置与速度，利用 Verlet algorithm 和以上公式就可

以求得下一时刻𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 + 𝑑𝑡(𝑑𝑡为间隔时间)各质点的位置与速度，递推关系如

下： 

𝑥𝑎
(𝑘+1) = 𝑥𝑎

(𝑘) + 𝑑𝑡 ∗ 𝑣𝑥𝑎
(𝑘) +

𝑑𝑡 ∗ 𝑑𝑡

2
∗ 𝑥�̈�

(𝑘) 

𝑦𝑎
(𝑘+1) = 𝑦𝑎

(𝑘) + 𝑑𝑡 ∗ 𝑣𝑦𝑎
(𝑘) +

𝑑𝑡 ∗ 𝑑𝑡

2
∗ 𝑦�̈�

(𝑘) 

𝑥𝑏
(𝑘+1) = 𝑥𝑏

(𝑘) + 𝑑𝑡 ∗ 𝑣𝑥𝑏
(𝑘) +

𝑑𝑡 ∗ 𝑑𝑡

2
∗ 𝑥�̈�

(𝑘) 

𝑦𝑏
(𝑘+1) = 𝑦𝑏

(𝑘) + 𝑑𝑡 ∗ 𝑣𝑦𝑏
(𝑘) +

𝑑𝑡 ∗ 𝑑𝑡

2
∗ 𝑦�̈�

(𝑘) 

𝑥𝑐
(𝑘+1) = 𝑥𝑐

(𝑘) + 𝑑𝑡 ∗ 𝑣𝑥𝑐
(𝑘) +

𝑑𝑡 ∗ 𝑑𝑡

2
∗ 𝑥�̈�

(𝑘) 

𝑦𝑐
(𝑘+1) = 𝑦𝑐

(𝑘) + 𝑑𝑡 ∗ 𝑣𝑦𝑐
(𝑘) +

𝑑𝑡 ∗ 𝑑𝑡

2
∗ 𝑦�̈�

(𝑘) 

                                                            ………..(5) 

和 

𝑣𝑥𝑎
(𝑘+1) = 𝑣𝑥𝑎

(𝑘) +
𝑑𝑡

2
∗ (𝑥�̈�

(𝑘) + 𝑥�̈�
(𝑘+1)) 

𝑣𝑦𝑎
(𝑘+1) = 𝑣𝑦𝑎

(𝑘) +
𝑑𝑡

2
∗ (𝑦�̈�

(𝑘) + 𝑦�̈�
(𝑘+1)) 

𝑣𝑥𝑏
(𝑘+1) = 𝑣𝑥𝑏

(𝑘) +
𝑑𝑡

2
∗ (𝑥�̈�

(𝑘) + 𝑥�̈�
(𝑘+1)) 

𝑣𝑦𝑏
(𝑘+1) = 𝑣𝑦𝑏

(𝑘) +
𝑑𝑡

2
∗ (𝑦�̈�

(𝑘) + 𝑦�̈�
(𝑘+1)) 

𝑣𝑥𝑐
(𝑘+1) = 𝑣𝑥𝑐

(𝑘) +
𝑑𝑡

2
∗ (𝑥𝑐̈

(𝑘) + 𝑥�̈�
(𝑘+1)) 

𝑣𝑦𝑐
(𝑘+1) = 𝑣𝑦𝑐

(𝑘) +
𝑑𝑡

2
∗ (𝑦�̈�

(𝑘) + 𝑦�̈�
(𝑘+1)) 

                                                          …………(6) 



式中由上标𝑘表示𝑡𝑘时刻该量的数值，并且令𝑘 = 0表示初始时刻。综上可归纳成

运算流程图如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.3 对初始时刻状态的限制 

系统没有受到外力，系统的总能量𝐸守恒并且只包括质点的总动能𝐸𝑘与质点

之间的引力势能𝐸𝑝，即： 

𝐸 = 𝐸𝑘 + 𝐸𝑝                         

𝐸𝑘 =
1

2
𝑚𝑎𝒗𝒂

2 +
1

2
𝑚𝑏𝒗𝒃

2 +
1

2
𝑚𝑎𝒗𝒄

2         

𝐸𝑝 = −
𝑚𝑎𝑚𝑏

|𝒓𝒂−𝒓𝒃|
−

𝑚𝑏 𝑚𝑐

|𝒓𝒃−𝒓𝒄|
−

𝑚𝑐𝑚𝑎

|𝒓𝒄−𝒓𝒂|
              

 ..………(7)  

式中已取𝐺 = 1和无穷远处势能为零。由于𝐸 > 0，将式(7)简单整理并且取初始

时刻的量即可得约束条件。值得注意的是，三体问题的束缚态并不意味任何时刻

质点与质点间的距离是有限的，可以存在一个质点逃离到无限远而另外两个质点

由于动能小于势能而相撞的情形，但绝不会出现三个质点间的距离都是无限的情

形。另外这只是理论上的要求，在接下来的探讨中将会看到这对数值分析处理三

𝑥𝑎
(𝑘)，𝑦𝑎

(𝑘)，𝑥𝑏
(𝑘)，𝑦𝑏

(𝑘)，𝑥𝑐
(𝑘)，𝑦𝑐

(𝑘) 

𝑣𝑥𝑎
(𝑘)，𝑣𝑦𝑎

(𝑘)，𝑣𝑥𝑏
(𝑘)，𝑣𝑦𝑏

(𝑘)，𝑣𝑥𝑐
(𝑘)，𝑣𝑦𝑐

(𝑘)
 

系统处于𝑡𝑘时刻的已知量 

 

𝑥�̈�
(𝑘+1)，𝑦�̈�

(𝑘+1)，𝑥�̈�
(𝑘+1)，𝑦�̈�

(𝑘+1)，𝑥�̈�
(𝑘+1)，𝑦�̈�

(𝑘+1) 

由式(4)可计算出𝑡𝑘+1时刻的各加速度分量 

 

𝑣𝑥𝑎
(𝑘+1)，𝑣𝑦𝑎

(𝑘+1)，𝑣𝑥𝑏
(𝑘+1)，𝑣𝑦𝑏

(𝑘+1)，𝑣𝑥𝑐
(𝑘+1)，𝑣𝑦𝑐

(𝑘+1) 

由式(6)可计算出𝑡𝑘+1时刻的各速度的分量 

 

𝑥𝑎
(𝑘+1)，𝑦𝑎

(𝑘+1)，𝑥𝑏
(𝑘+1)，𝑦𝑏

(𝑘+1)，𝑥𝑐
(𝑘+1)，𝑦𝑐

(𝑘+1) 

由式(5)可计算出𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 + 𝑑𝑡时刻的各质点位置分量 

 

得到系统处于𝑡𝑘+1时刻各质点的位置，速度，加速度，即可

求𝑡𝑘+2时刻的量，如此循环 

 

𝑥�̈�
(𝑘)，𝑦�̈�

(𝑘)，𝑥�̈�
(𝑘)，𝑦�̈�

(𝑘)，𝑥�̈�
(𝑘)，𝑦�̈�

(𝑘) 

由式(4)可计算出𝑡𝑘时刻的各加速度分量 



体问题并不起作用。 

同样的系统质心的动量守恒，在处理问题时尽量把初始时刻的质心动量

𝒗𝑷
（0）取为零。 

 

2 模型算法的应用 

2.1 模拟日月地系统的轨迹 

太阳，地球，月球的运动是典型的三体运动。查资料可得太阳质量约为

2.0*1030kg，地球质量约为6.0*1024kg，月球质量约为7.4*1022kg，初始时刻取太

阳为坐标原点，地球处于近日点并且地球在日月地连线之间，相应的数据为地球

距离太阳为1.47*1011m，速率为30.3*103m/s，月球距太阳1.4736*1011m，速率为
29.17*103m/s。令模型中的𝑎, 𝑏, 𝑐分别代表太阳，地球，月球，由于模型中是自然

单位制，经换算得𝑚𝑎 = 1.33 ∗ 1020, 𝑚𝑏 = 4.0 ∗ 1014, 𝑚𝑐 = 5.0 ∗ 1012，初始时刻

各量如下： 

 𝑥𝑎
(0) = 0，𝑦𝑎

(0) = 0，𝑥𝑏
(0) = 1.47 ∗ 1011，𝑦𝑏

(0) = 0，𝑥𝑐
(0) = 1.4736 ∗ 1011，𝑦𝑐

(0) = 0  

𝑣𝑥𝑎
(0) = 0，𝑣𝑦𝑎

(0) = 0，𝑣𝑥𝑏
(0) = 0，𝑣𝑦𝑏

(0) = 30.3 ∗ 103，𝑣𝑥𝑐
(0) = 0，𝑣𝑦𝑐

(0) = 29.17 ∗

103  

 

结果如下： 

 

 
                     

 

从图 2 中可以看出，地球在远日点的速度大约为 29.4*103m/s，与实际结果
很接近。考虑到在太阳系中的恒星月周期为 27.32 天(非地球系中的 29.54 天)，

一年大约有 13 个周期，核实图中的红线的峰（谷）也约为 13 个。另外月球绕地

球的速率约为 1.0*103m/s ，这些都说明拟合的结果与实际情况符合。

图 2 月球(红)与地球(蓝)一年中的速率时间图 



 

 

 
由于初始时刻速度的设定使得该系统质心有一个沿 y 方向的动量，由动量守

恒可知随着时间的推移，太阳也会沿着 y 方向移动，但在 x 方向不会，图 3 反映

出的结果合理。只不过由于系统的质量几乎都由太阳提供并且日地距离（约为

1011 的数量级）远远大于太阳位移（约为 105 的数量级），所以在图四中看不出

太阳的位移。另外月地距离相对日地距离小得多，所以两者在图 4 中的大圆轨迹
中区分不开。 

 

2.2 数值计算的精度问题 

   分析数值计算的精度问题对数值处理三体问题有着很重要的意义。该问题主

要体现在 Verlet algorithm 中时间间隔𝑑𝑡的大小上。𝑑𝑡过大，计算的数据不够精确，

𝑑𝑡过小，要得到一定规模的轨迹长所需的运行步数就增多，增加了程序运行的困

难，所以取合适大小的𝑑𝑡就十分重要。在求解日地月系统的时候，由于空间周期

与时间周期的大尺度，𝑑𝑡取 1000s 或 10000s 都可得到理想的结果。从下面这个

例子可以得到启发性的结论。 

   考虑一个限制性三体模型（即一个质点质量远远小于另外两个质点的质量）。

取𝑚𝑎 = 1, 𝑚𝑏 = 10000,𝑚𝑐 = 10000，初始时刻的量如下： 

 𝑥𝑎
(0) = −2，𝑦𝑎

(0) = −2，𝑥𝑏
(0) = −1，𝑦𝑏

(0) = 0，𝑥𝑐
(0) = 1，𝑦𝑐

(0) = 0 

𝑣𝑥𝑎
(0) = 0.2，𝑣𝑦𝑎

(0) = 0，𝑣𝑥𝑏
(0) = 0，𝑣𝑦𝑏

(0) = 50，𝑣𝑥𝑐
(0) = 0，𝑣𝑦𝑐

(0) = −50 

结果如下： 

 
 

图 3 太阳在两年半内的运动轨迹 图 4 日月地系统的轨迹 

a  𝑑𝑡=0.01 b  𝑑𝑡=0.001 



 
 

 

 
图 5 中的黑色粗圆圈即为𝑏，𝑐两个大质量质点的轨迹（初始时刻速度的特地

性选取使得它们类似于双星系统），而蓝细线即为小质量质点𝑎的运动轨迹，图中

的红点为初始位置。可以看出不同的𝑑𝑡对𝑎的轨迹的影响，尤其是随着时间的向

后推移影响的是不断放大的。如果要准确预测一定时间范围内的𝑎的运动轨迹，

则可以取合适大小的𝑑𝑡以达到目的。但若想准确预测长时间以后的𝑎的运动轨迹，
则需要不断的减小𝑑𝑡的大小。换句话说，就是无论𝑑𝑡多么小，都无法精确计算出

任意时刻的𝑎的位置，这就说明三体系统是一个混沌系统。这看似三体问题是一

个随机论问题而非决定论问题，事实上决定论与随机论的区别在于系统当前时刻

的状态是否能决定系统下一临近时刻的状态，而非是否能决定系统无穷远时间以

后的状态。 

从下面这个简单的例子可以看到混沌效应对初始量的极度依赖。考虑一个模

型，它的原型是目前已经探测到的 WR 20a 双星系统：每颗恒星的质量约为太阳

质星的 80 多倍，这两颗超重恒星围绕共同重心在快速旋转，它们旋转一周为 3.7

天。
【3】

假设处于质心位置有一单位自然质量的小星球，在初始时刻受到扰动具有

了初速度，一种情形是初速度沿 x 轴正向，一种情形是初速度沿 x 轴负向，大小

都为 1m/s，六个小时后的结果如图 6 所示： 

 

 
 

 

可以看到如此下的扰动使得它们之间的差别在仅仅 6 小时后就差了 104 数量级。

当然这是在没考虑双星系统中的引力波情形下，可见实际情况要复杂得多。 

c  𝑑𝑡=0.0001 

 

d  𝑑𝑡=0.00001 

 图 5 不同𝑑𝑡情形下的轨迹 

图 6 六小时后小星球在不同的扰动下的轨迹 



 

2.3 稳定态 

   一般情形下的三体运动轨迹是混乱且不可长期预言的，换句话说这样混沌的

质点会出现在束缚态限制区域中的任一点的附近位置，表现出一种无序性与非周

期性，所以要想得到稳定的三体运动状态，就要从周期性的模式着手。对于二体

问题﹐其轨道就是以它们的质心为焦点的圆锥曲线，这样限制性三体问题一般就

可以找到稳定的运动状态。最常见限制性三体系统的就是日月地系统，其中把月

球当成小天体。我们更关心的不是这类系统，而是当三个质量差不多的具有稳定

态的三体系统。下面就列出了几种稳定系统。 

A 三质点在一直线上，两质点围绕一质点转 

 

 

B 三质点在一圆周上 

 

 

C 三质点在“8”字形上【4】 

 
 

 

简单的计算即可得 A 和 B 模型，C 模型从文献中可取初始量如下得到： 

𝑚𝑎 = 1, 𝑚𝑏 = 1, 𝑚𝑐 = 1 
 𝑥𝑎

(0) = 0.97，𝑦𝑎
(0) =-0.24309，xb

(0) =-0.97，𝑦𝑏
(0) = 0.24309，𝑥𝑐

(0) = 0，𝑦𝑐
(0) = 0  

𝑣𝑥𝑎
(0) = 0.4662，𝑣𝑦𝑎

(0) = 0.4324，𝑣𝑥𝑏
(0) = 0.4662，𝑣𝑦𝑏

(0) = 0.4324，𝑣𝑥𝑐
(0) =

−0.9324，𝑣𝑦𝑐
(0) = −0.8647  

这里只列出了 3 种类型，到目前为止已经找到了 16 种类型的三体运动稳定

态，并且仍然没有理论得出稳定态的种类数是否有限的结论。 

 

图 7  稳定状态 A 类 

图 8  稳定状态 B 类 

 

图 9  稳定状态 C 类 

 

 



2.4 大幅度的振荡 

    尽管三体模型只能得到一定时间范围内的较准确数值解,但这已经足够定性

的分析系统的一些典型特征，其中就包括大幅度的振荡。只要在非稳定的态下，

无论是限制性三体问题还是经典三体问题这种情况都一定会发生。这样的特性在

随意设定初始状态（除去极其特殊的情况）时都会体现在结果上，这里取两个例

子。一个是限制性三体模型，各量如下： 

𝑚𝑎 = 1, 𝑚𝑏 = 10000, 𝑚𝑐 = 10000 
 𝑥𝑎

(0) = 0.2，𝑦𝑎
(0) =0，xb

(0) =-1，𝑦𝑏
(0) = 0，𝑥𝑐

(0) = 1，𝑦𝑐
(0) = 0  

𝑣𝑥𝑎
(0) = 4，𝑣𝑦𝑎

(0) = 4，𝑣𝑥𝑏
(0) = 0，𝑣𝑦𝑏

(0) = 50，𝑣𝑥𝑐
(0) = 0，𝑣𝑦𝑐

(0) = −50  

得结果如图 10(a)。 

另一个是经典三体模型，各量如下： 

令𝑚𝑎 = 1, 𝑚𝑏 = 1, 𝑚𝑐 = 1 
 𝑥𝑎

(0) = 0，𝑦𝑎
(0) =1，xb

(0) =-1，𝑦𝑏
(0) = 0，𝑥𝑐

(0) = 1，𝑦𝑐
(0) = 0  

𝑣𝑥𝑎
(0) = 0，𝑣𝑦𝑎

(0) = 0，𝑣𝑥𝑏
(0) = 0.1，𝑣𝑦𝑏

(0) = 0.2，𝑣𝑥𝑐
(0) = −0.1，𝑣𝑦𝑐

(0) = −0.2  

得结果如图 10(b)。 

 

                         

 
 

 

 

例中计算的是较短的时间内运动的状态，这让实验数据有充分的可信度。从

图中可以看出，质点有位置分布无序性与速度大幅度振荡的特性。图 10(b)中的

(a) 左图为轨迹图，右图为𝑎的速度—时间图 

(b) 左图为轨迹图，右图为𝑎, 𝑏,𝑐的速度—时间图 

 图 10 短时间内的各模型下的轨迹与速度图 



右图在时间大约在 7 秒以后，速度就几乎没有了变化，这似乎有悖常理，但实际

情况是由于质点间的快速背离使得距离急剧增大，万有引力迅速减少，质点所受

的加速度大小减小到几乎趋于零。真实情况速率确实会减小，只是由于单位时间

内的减小值超出了计算机的精度范围，所以从图中看就是三条水平线。从两个模

型的初始初始状态可知它们都处于束缚态内，但从实验的结果看这一点并不显然

甚至可能是误导的，这也就说明束缚态的与否从数值计算的结果中并不能做出正

确地判断。 

细看图 10(a)的时间与速度关系图，质点速率密集而且剧烈的振荡让人会提

出一个看似可笑却值得深思的问题：可不可能在某个有限的时间点上，速率的峰

值是无穷大的？该命题等价于：质点间的距离可不可能在有限的时间内趋于无穷

大。这正是著名的庞勒维猜想。庞勒维证明了在三体系统中这种情形不会发生，

并猜想在 N(N>3)体系统中是可能发生的，最终这个猜想被一位年轻的中国数学

家夏志宏通过构造出符合要求的 5 体系统而得到证实。【5】 

 

3 结论 

   本文运用 Verlet 算法对三体模型进行数值计算与轨迹模拟，得出了一些常见

的和不常见的结论。由于三体系统的混沌效应从原则上说明了数值计算的局限性，
所以要想真正解决三体问题，必须依靠于解析方法。但是三体问题的复杂性远远

超出目前的解析数学处理水平，而三体问题又仅仅是 N 体问题的一个特例，所

以 N 体问题的棘手程度就不言而喻了。值得注意的是，N 体问题仅仅是牛顿经典

力学体系下的问题，与广义相对论是不相容的，所以从这个层面上来看 N 体问

题与其说是一个物理问题，不如说是一个数学问题。无论如何，彻底解决这个问

题都必将是科学领域的一个巨大的成功与飞跃。 
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